
Multivariate Data Analysis

MDSMDS개요개요MDSMDS개요개요

Dimension Reduction
(n×p) 데이터 행렬의 차원 축소를 통해 내재된 구조

MDS 개념
n개의 개체를 2차원 가시적 공간에 나타내는 방법( p) 데이터 행렬의 차원 축 를 통해 내재된 구

발견

변수 p 축소
•주성분분석 (Y=LX): 원변수선형결합, 선형계수 L 

(loading 값)

개의 개체를 2차원 가시적 공간에 나타내는 방법

각 개체간 유사성(similarity) 혹은 거리는 저차원으로
옮겨지더라도 원래 유사성 크기를 갖는다.

유사성 개념
개체를저 차원가시적공간( 차원)에나타내려면각
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(loading 값)

•요인분석 (X=LF): 원변수그룹, 요인점수(F)

개체 n 축약
•군집분석: 유사성(거리) 개념으로개체군집화

•개체를저 차원가시적공간(2차원)에나타내려면각
개체간거리(유사성)를측정해야한다.

• MDS는개체(행), 변수(열) 모두 저차원공간표현가능
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범주형데이터 차원 축약?
변수 축약

개체간유사성 측정
metric 방법
• Euclidean distance ► (측정형변수거리)

ht
t a

lysis

변수 축약
•변수들간의연관관계는교차표(분할표)에의해서
표현되므로상관관계값에의한변수의축약은가능하지
않음

개체 축약

•각개체의유사성(거리)을사람들이리커드척도나순위
평가

•유사성을계산하여개체를분류하는면에서는군집분석과
유사개체 축약

•개체간의유사성(거리)을측정할수있나? 범주형변수의
범주(가질수있는값)는 빈도로만정리할수있는데…

•군집분석은개체를군집화하고, 주성분점수에의해개체를
표현하나, MDS는 유사성에의해단지 2차원공간에표현

non-Metric 방법
•평가자들이개체를주관적으로분류하게하고그로부터
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평가자들이개체를주관적 분류하게하 부터
얻어지는빈도로부터유사성을측정



Multivariate Data Analysis

MDSMDS 개념개념페이지페이지MDSMDS((개념개념, , 페이지페이지278)278)

개체를저차원 공간에 표현
개체의 유사성(similarity)의 상대적 크기를 2-3차원

예제 (non-metric)
•유사상품분류: 마케팅전문가 15명에게 n개상품을개체의 유사성(s a ty)의 상대적 기를 2 3차원

공간에 표현

유사성측정

주관적인판단에의해임의로분류하게한후
상대빈도표(?/15) 작성
예: (상품 (1, 2) 유사성 계산) 상품 (1, 2)를 동일 군집으로 분류한
전문가가 10명이라면 유사성은 10/15가 된다.
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Metric 방법
•개체 (i, j) 유사성: 거리개념

•변수유형
• 개체 속성을 측정하는 변수: 군집분석의 변량과 동일

예제 (metric)
• Under-arm Deodorant생산회사에서판매전략을
세우기위하여각제품들이서로얼마나
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• 개체 속성을 측정하는 변수: 군집분석의 변량과 동일

• 리커트 척도, 우선 순위: (회사 1, 회사2, 회사3, …) 혹은 (속성1, 
속성2, 속성3, …)

• (p≤2)일 때도 유사성(거리)을 계산

세우기위하여각제품들이서로얼마나
유사한지(가까운지) 알아보려고한다. 이를위하여
소비자를임의로선택하여제품의각분야(향기, 냄새제거
정도, 사용편리정도, 옷에묻어나는정도)를 10점만점으로
평가
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•개체에대한빈도표를이용

• (상대)빈도(fij)가개체간유사성 (Sij) 측정

고객평가점수에 의한 제품의유사성 정도를 2차원 공간에 표현

제품평가 유사성에 따른고객 세분화

변수
개체 X1 X2 Xp

1 x11 x12 x1p

2 x21 x22 x2p

개체
개체

1 2 n

1 0

2 S21 0
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n xn1 xn2 xnp

0

n Sn1 Sn2 0



Multivariate Data Analysis

MDS MDS 알고리즘알고리즘페이지페이지MDS MDS ((알고리즘알고리즘,,페이지페이지280280))

표현방법
각개체간 유사성(거리)을 측정한다. 

예제데이터 CITY.xls
미국 도시간 거리(도시간 유사성)각 개체간 유사성(거리)을 측정한다. 

개체의 개수가 n개인 경우 k=n(n-1)/n개 유사성 그룹이
존재한다.

유사성이 작은 것부터 크기 순으로 배열한다.
이를이용하여개체를 ( )차원으로공간으로줄일경우

미국 시간 거리( 시간 유사성)

개체 유사성 행렬 (similarity matrix)

ID
Altan
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•이를이용하여개체를 m(= 2)차원으로공간으로줄일경우
개체간의거리를구한다. 

임의의 한 좌표에 한 개체를 표현하고 나머지 개체들은
상대적 유사성을 고려하여 좌표에 표현한다.

Altan
ta

0

Chica
go

567 0

Denv
er

1212 920 0
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Stress 값
2차원 공간으로 줄일 수 있는지를 알아 보는 측정치

Sr은차원이 2차원으로 줄었을 때 개체의 유사성
St G d  f fit

er
Houst

on
701 940 879 0

LA 1936 1745 831 1374 0

Miam
i

604 1188 1726 968 2339 0
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]/)([ 2 Stress Goodness of fits

20% Poor

10% Fair

5% Good

2 5% E ll t

NY 748 713 1631 1420 2451 1092 0

SF 2139 1858 949 1645 347 259 2571 0

Seatle
s

2128 1737 1021 1891 959 2734 2408 678 0

DC 543 597 1494 1220 2300 923 205 2442 2329 0

차원(dimension)과위치(coordination)의의미
아무 의미 없음

개체 간 유사성은 얼마나 가까이 있나에 의해 해석됨

2.5% Excellent DC 543 597 1494 1220 2300 923 205 2442 2329 0
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개체 간 유사성은 얼마나 가까이 있나에 의해 해석됨



Multivariate Data Analysis
MDS MDS 예제예제 ((페이지페이지285)285)MDS MDS 예제예제 ((페이지페이지285)285)

R 프로그램 결과
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• I just give up? I don’t know how to delete “NA”
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Multivariate Data Analysis
페이지페이지 ((페이지페이지290)290)페이지페이지 ((페이지페이지290)290)

예제데이터 CITY1.xls
•경제적변인에의해도시를군집화하려한다. 도시이름, 

결과
경 ,
12개직종노동시간가중평균(work), 물가(price), 시간당
임금(salary)
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Multivariate Data Analysis

C d  A l iC d  A l i 개요개요((페이지페이지 ))Correspondence AnalysisCorrespondence Analysis개요개요((페이지페이지294)294)

개념
범주형 변수 범주의 유사성 표현

RXC 분할표

π : (X  Y) 결합밀도함수

Y

X
1 2 … C Total

범주형 변수 범주의 유사성 현

교차표(분할표)로 나타내어지는 자료의 행과 열 범주를
저차원 공간상(2차원)의 좌표로 표현하여 관계를
탐구하려는 탐색적 자료 분석 기법

πij: (X, Y) 결합밀도함수

πi+: (X) 주변밀도함수

π+j: (Y) 주변밀도함수

1 π11 π12 … π1c π1+

2 π21 π22 … π2c π2+

… … … … … …

R πr1 πr2 … πrc πr+

T t l
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기원
대응분석의 수리적인 기원은 1930년대 Hirshfeld의
논문『상관관계와 분할표의 연관성』

Homogeneity (동질성)
•각행에대해열의분포가동일한가?

Independence (독립성) ikcjforH kjij ≠== and,...,2,1:0 ππ

Total π+1 π+2 … π+c π++
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논문『상관관계와 분할표의 연관성』

대응분석의 기하적인 면은 1960년대 프랑스에서 Jean-
Paul Benzecri에 의해서 발전되었다.

일본: 1950년대 Chikio Hayashi에 의해서 수량화
제 방법으로 개발되어 발전

Independence (독립성)
• (X, Y)는 서로독립인가?

결과해석

jfkjij , ,,0

jiijH ++= πππ:0
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제3방법으로 개발되어 발전

프랑스: 1960년대 Jean-Paul Benzecri가 이끄는
자료분석 모임이 다양한 분야로부터 수집된 자료를
분석하는데 대응분석 기법을 응용하고 발전

결과 해석
• χ2검정결과 p-value(유의확률) 0.05보다적으면두 변수
상관관계존재

•관계해석: 행 페센트혹은열 퍼센트에의한차이해석

R×C 셀이많아지면퍼센트에의한해석이복잡해지고• R×C 셀이많아지면퍼센트에의한해석이복잡해지고
신뢰도가떨어짐

•행범주, 열 범주의유사성정도를표현하지못함
)1(~

)(
21

2

−
−

=
∑
= k

E

EO

i

k

i
ii

χ검정통계량
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Multivariate Data Analysis

C d  A l iC d  A l i ((페이지페이지 ))Correspondence AnalysisCorrespondence Analysis ((페이지페이지295)295)

Notation
nij: (i, j) 셀 관측빈도 Y

1 2 … C Totalij ( , j) 셀 관측빈

ni+: (i)번째 행의 관측빈도 합

n+j: (j)번째 열의 관측빈도 합

방법

X
1 2 … C Total

1 n11 n12 … n1c n1+
2 n21 n22 … n2c n2+
… … … … … …

R
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(i, j) 셀의 빈도 nij (≥ 0)의 i번째 행 (ni1, …, nic)은
총빈도가 ni+ = ni1+ … + nic 이고 C개 범주를 갖는 다항
분포

Multinomial 분포의 대응 확률은 상대빈도 fij = nij / n: 

R nr1 nr2 … nrc nr+
Total n+1 n+2 … n+c n++
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Multinomial 분포의 대응 확률은 상대빈도 fij = nij / n: 
이것을 행 프로파일 (row profile)이라 정의

각 행의 상대적 빈도 fi+ = fi1 + … + fic 를 선형계수로
(주성분 분석과 유사) 하여 좌표 계산

(f / f  f / f   f / f )는 차원 가중

예제 데이터
학과별 영어등급 조사한 데이터이다.
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ri =(fi1 / fi+ , fi2 / fi+ , …, fic / fi+ )는 C 차원 가중 Euclid
공간의 좌표
가중(weighted) Euclid 공간이란 두 개의 좌표 ra, rb
사이의 거리가 다음과 같이 정의
• f+j = f1j + … + frj

같은 방식으로 열 프로파일의 좌표 및 개체 거리 계산

∑ +
++

−=
j

j
b

jb

a

ja
ba f

f
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f
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rrd /)(),( 2
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행, 열 프로파일을 각각 2차원 공간에 표현하거나 동시에
표현



Multivariate Data Analysis
대응분석대응분석 ((예제예제))대응분석대응분석 ((예제예제))

R 프로그램 결과
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